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1 Inicio



2 Introduccion

La Ciudad de México (CDMX) representa uno de los mercados més relevantes para el
sector asegurador mexicano. Segtn el Censo de Poblacién y Vivienda 2020 del INEGI([3]),
la CDMX contaba con 2330816 viviendas particulares habitadas. Ajustando por un
crecimiento demografico estimado del S70.5 anual, para el periodo 2024-2025 se pro-
yecta un parque habitacional de aproximadamente 2378000 unidadesssion of literate
programming.

De acuerdo con el Panorama Analitico del Sector de Seguros y Fianzas 2024 publicado
por la Comisién Nacional de Seguros y Fianzas (CNSF), el ramo de Danos sin Auto-
moviles registré una colocacién de 12200 millones de pesos en 2024, estimandose que
aproximadamente el corresponde a seguros de vivienda, lo que equivale a primas del
orden de 7320 millones de pesos.

Estudios de la Asociacién Mexicana de Instituciones de Seguros (AMIS) y consultoras
especializadas (Marsh, AON) indican que la CDMX concentra entre el ST 22 del mercado
nacional de seguros de vivienda, debido a su alta densidad poblacional y valor patrimonial
de los inmuebles.



3 Resultados técnicos fundamentales

En esta seccién se presentan con detalle los resultados clave que sustentan la demostracién
del Teorema de Isometria de It6 para la parte de saltos. Se asume que (2, 5, {7}, P)
es un espacio de probabilidad filtrado que satisface las condiciones usuales, Z es un
espacio métrico separable completo, y v es una medida o-finita sobre (Z,B(Z)). Sea
N(ds,dz) = N(ds,dz) — v(dz)ds la medida aleatoria compensada asociada a una medida
de Poisson.

Teorema 3.1. Para cualesquier x¢,zy, ..., 2, € R, se cumple:
2
n n
g xT; <n E x?
(3 — (2
i=1 i=1

Demostracion. Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz a los vectores
x=(xy,...,x,) y 1 =(1,...,1) en R™ se tiene:

(Snt) = (S5 (S50 = ($5) o

Alternativamente, usando la desigualdad de Jensen con ¢(z) = 2% (convexa) se da:

2 2
((5n) =i = (&) =g @
i=1 =1 i=1

i=1
U

Observacion 1.1.6. Esta desigualdad es un caso particular de la desigualdad de Cauchy-
Schwarz general en espacios de Hilbert. Para X,Y € L?*(Q):

IE[XY]]? < E[X2|E[Y2).



Teorema 3.2. Para cualesquier a,b € R, se cumple:
2ab < a? + b2,
La igualdad se alcanza si y solo si a = b.

Demostracion. Por la desigualdad aritmético-geométrica para niimeros no negativos:

2 2 2 2
Vap? < 2 ;b — |ab| < 2 ;Lb — 2ab<a?+0% O

O]

Lema 3.1. (Fatou). Sea {f,},cn una sucesion de funciones medibles no negativas.
Entonces:

n—oo

liminf/ fndp > / liminf f,, du.
X X n—oo

Demostracion. Ver demostracién completa Applebaum [1] Corolario 1.1.2. O

Teorema 3.3. (Convergencia Monotona). Sea {f, },cn una sucesion de funciones medi-
bles no negativas tales que 0 < f; < fy < -+ y f,, = [ puntualmente. Entonces:

lim [ f,dpu= / fdu.

Demostracion. Ver demostraciéon completa Applebaum [1] Teorema 1.1.1 O]

Teorema 3.4. (Convergencia Dominada). Sea (X, A, ) un espacio de medida y { f,, }nen
una sucesion de funciones p-medibles f, : X — R. Supongamos que:

L f,(x) — f(z) u— casi en todas partes,

II. existe una funcién g € L* (X, A, ) tal que |f, ()] < g(z) para p-casi todo x € X y
todo n € N.

Entonces f € L'(u) y

lim/fnd,u:/fd,u.



Demostracion. Ver demostracion completa Teorema 1.34 [6] La idea central consiste en
aplicar el Lema de Fatou a la sucesién 2g — |f,, — f| > 0. O

Teorema 3.5. Sea (X, A, n) un espacio de medida o-finito. Entonces, el conjunto de
funciones simples integrables es denso en L?*(X, A, ). Es decir, para toda f € L*(p)
existe una sucesion de funciones simples {¢,,} tal que |¢,, — fl2(,) — 0.

Demostracién. Sea f € L*(u). Como f es medible, existen funciones simples 1),, tales
que v, — f puntualmente y |¢,,| < |f| para todo n (ver [2], Prop. 2.20). Entonces,

[V — fI? < 4If € LY(p).

Por el Teorema 3.4,

/wn—f\?dwo.
X

Luego, [[¢,, — flr2(,) — 0. Ademas, al truncar ¢,, en conjuntos de medida finita (posible
por ser p o-finita), podemos asumir que cada v, es integrable. O

En el contexto estocéstico, aplicamos este resultado al espacio de medida
(OQx[0,T)xZ, PRB(Z), PRds®V),

que es o-finito si v lo es. Esto garantiza que cualquier proceso predecible cuadrado
integrable puede aproximarse en L? por procesos simples.

Teorema 3.6. El conjunto & de procesos elementales simples predecibles es denso en el

T
/0 /Z R(s, 2)? V(dz)ds] < oo}
IR = ([E [/OT/ZR(S,Z)QV(dz)ds]>1/2.

espacio de Hilbert

L?)red(]’\\f) = {R 3

dotado de la norma



Demostracion. Sea R € Lﬁred(ﬁ ). Por el resultado anterior, existe una sucesiéon de
funciones simples ¢,, (no necesariamente predecibles) tal que |¢,, — R| — 0. Cada ¢,,
es & @ B([0,T]) ® B(Z)-medible. Dado que la o-dlgebra predecible 7 es generada por
procesos adaptados y caglad, y la filtracion satisface las condiciones usuales, el espacio
L?(? ® B(Z)) es un subespacio cerrado de L?(F ® B([0,T]) ® B(Z)). Existe, por tanto,
una proyeccién ortogonal de ¢,, sobre este subespacio, sin embargo, basta observar que
cualquier funcién simple puede aproximarse por funciones simples  ® B(Z)-medibles [1]
Maés explicitamente, uno puede refinar la particién de [0,7] y usar funciones constantes

en intervalos (¢;_;,t;] con coeficientes &, -medibles. Esto define una sucesién {R,,} C &

tal que |R,, — R| — 0. O

Teorema 3.7. Sea H un espacio de Hilbert y {x,,} C H una sucesion tal que x,, — x
en norma. Entonces |z, | — ||z

Demostracion. Por la desigualdad triangular inversa,

Iz, = I2]] < 2, — 2] = 0.

Teorema 3.8. Sean A, B € B(|0,T]) ® B(Z) con AN B = 0. Entonces

E[N(A)N(B)] = 0.

Demostracion. Por definiciéon de la medida compensada,

donde = ds ®@ v. Como AN B = ), los incrementos N(A) y N(B) son independientes
(propiedad de la medida de Poisson). Luego,

Por lo tanto,
E[N(A)N(B)] = E[N(A)N(B)] — u(A)u(B) — u(B)E[N(A)] + u(A)pu(B) = 0.

O]

Teorema 3.9. Sea f: Q% [0,T] x Z — R una funcion P ® ds ® v-medible. Si f >0 ,o0
- UOT S, 1f(w,s,2)] I/(dz)ds] < 00, entonces

T T
[E[ [ [ stess V<dz>dS] = [ [eut s vz



Demostracion. Es una consecuencia directa del Teorema de Fubini para espacios de
medida producto. Como P, ds y v son o-finitas, la medida producto P®ds® v es o-finita,
y el resultado se aplica. O

En la Isometria de 1t6, el Teorema 3.9 permite escribir

E [ /0 /Z R(s,z>2y<dz>ds] - /0 /Z E[R(s, 2)2] v(dz)ds,

lo cual facilita el andlisis y la comparacion con la varianza de la integral estocastica.

~

También justifica que la norma en Lgred(N ) esta bien definida.

3.1. Procesos Estocasticos, Martingalas y Principales
resultados de Calculo de Ito.

3.1.1. Desigualdades basicas.

Teorema 3.10. Sean X,Y € L*(Q, F,P). Entonces
[E[XY]]° < E[X?] E[Y?].
Ademds, la igualdad se da si y solo si existen a,b € R, no ambos nulos, tales que

P(aX =bY) = 1.

Demostracién. Observemos que si E[Y2] = 0, entonces Y = 0 casi seguramente (c.s.), y
ambas partes de la desigualdad son cero. Lo mismo ocurre si E[X?] = 0. Por lo tanto,
nos resta probar que

E[X?] >0 y E[Y? >0

Para cualquier A € R, consideremos la variable aleatoria X — Y. Como (X —\Y)? >0
c.s., se tiene

E[(X —AY)?] >0
Expandiendo la expresién:
E[(X — A\Y)?] = E[X?] — 2AE[XY] + A2E[Y2].
Definimos la funciéon cuadrética
fO) == E[Y?] A2 = 2E[XY] ) + E[X?].

Entonces f(\) > 0 para todo A € R. Dado que E[Y?] > 0, el coeficiente principal es
positivo. Un polinomio cuadritico al? 4+ b\ + ¢ con a > 0 es no negativo en todo R si y
solo si su discriminante es no positivo:

A =b%2—4ac<0.



Aplicando esto con a = E[Y?], b = —2E[XY], ¢ = E[X?], obtenemos:

(—2E[XY])? —4E[Y?)E[X?] <0 = 4E[XY]? <4E[X?]E[Y?]
Dividiendo por 4 y tomando valor absoluto (pues E[XY] puede ser negativo), concluimos:
[E[XY]|* < E[X?]E[Y2].

Ahora analizamos cudndo se cumple
[E[XY]]" = E[X?] E[Y2].

Esto equivale a que el discriminante sea exactamente cero, es decir, A = 0. En tal caso,
el polinomio f(\) tiene una raiz doble; es decir, existe tal que Ay € R

Fo) = E[(X = AY)?] = 0.
Pero E[Z?] = 0 implica Z = 0 c.s. Por lo tanto,

Esto muestra que existen constantes a = 1, b = \; (no ambos nulos) tales que P(aX =
bY') = 1. Sien cambio Y = 0 c.s., tomamos a = 0, b = 1, y claramente P(0- X =1-Y) = 1.

Reciprocamente, supongamos que existen a,b € R, no ambos nulos, tales que P(aX =
bY) = 1. Si a # 0, entonces X = gY c.s., y entonces

(Y] = Je) e = (2) e,
de donde )
(e = (2) Ey?P? = (Exy)?

Si b # 0, entonces Y = £X c.s., y un célculo andlogo lleva a la misma conclusién. En
ambos casos, se tiene igualdad en la desigualdad de Cauchy—Schwarz. O

3.2. Integral de It6.

3.2.1. Marco probabilistico y espacios funcionales

Sea (€2, 7,P) un espacio de probabilidad completo y {B;};- un movimiento Browniano
estandar unidimensional, adaptado a su filtracién natural aumentada {7, },-, la cual
satisface las hipotesis usuales (completitud y continuidad por la derecha). ngamos un
horizonte de tiempo 7' > 0 y consideramos procesos estocasticos { X}y« tales que la
funcién (w,t) = X,(w) es F ® B([0, T])-medible y adaptada, es decir, X, es F,-medible
para todo t € [0, 7.



3.2.2. Espacios funcionales relevantes de procesos estocasticos

El espacio L?(P) consiste en las variables aleatorias X : 2 — R tales que
1/2
| XN p2py == (E[X?])"" < o0
El espacio L?(Q x [0,T],F ® B([0,T]),P ® A\) (abreviado como L?(P ® \)) es el espacio

de Hilbert de todos los procesos estocasticos X = {X;}o<;<p, vistos como funciones
medibles
X (Q X [OvT]) - [R) (w’t> = Xt<w)’

que satisfacen

T 1/2 T 1/2
I1X N L2pen) = (/o /Q|Xt(w)|2dP(w) dt) = ([E [/0 X2 dt]) < 00.

El espacio H? se define como el subconjunto cerrado de L?(P®\) constituido por aquellos
procesos que son adaptados a la filtraciéon {7, }o<,<7, es decir,

H?2:={XeL*P®N) | X, es F ,-medible para todo t € [0,7]}.

Dotado de la misma norma que L?(P ® \), el espacio H? es un subespacio de Hilbert
cerrado, y por lo tanto completo. La notaciéon L?(P®dt) o L?(P x dt) es una abreviatura
habitual, pero lo adecuado es referirse a la medida de Lebesgue o A\ o simplemente escribir
dt dentro de la integral cuando ya se ha especificado el espacio de medida.

3.2.3. Procesos simples y definicién inicial de la integral

Definicién 3.1. Sea 0 = ¢, < t; < --- < t,, = T una particién finita de [0,7’]. Un proceso
simple es un proceso de la forma

n—1
Xy(w) = ZX(k) (w) 1[tk,tk+1)<t)7
k=0

donde cada X®) es una variable aleatoria F ¢,-medible y cuadrado integrable.

Denotaremos por A al espacio de todos los procesos simples

simple

Definicién 3.2. Sea X un proceso simple. La integral estocastica de Itd6 de X respecto
a {B,} se define como

T n—1
/ X,dB, = Z X®(B, , —By,).
0 k=0

Teorema 3.11. Para todo X € H se cumple

:[E[/OTngs].

stmple
T 2
E ( / X, st>
0

10




3.2.4. Extensién a 72 por densidad.

Dado que A
H

simple €8 denso en JC 2 para cualquier X € H#? existe una sucesiéon {X(™} C

tal que

simple

| X — X”LQ([det) — 0.

n—oo

La Isometrfa de It6 implica que {I(X (™)} es una sucesién de Cauchy en L?(P), y por la
completitud de este espacio, converge en media cuadratica.

Definicién 3.3. Sea X € 2y {X™} c X
define

tal que X — X en L?(P x dt). Se

simple

/XdB lim X()dB,

n—oo

donde el limite se entiende en L?(P). Esta definicién es independiente de la sucesién
aproximante.

Teorema 3.12. Para todo X € H? se cumple

T 2
E ( X, dBS>
0

T
[E[ X, dB
0

Ademads,

=0.

S S

3.2.5. Integral como proceso y propiedades

Para cada t € [0, 7], definimos el proceso integral

t T
:/ XS qu ::/ Xs]‘[(),t]<8) dBS
0 0

Este proceso admite una versién continua y constituye una martingala respecto a {&,}.La
integral de Itd satisface las siguientes propiedades

a. Linealidad: Para X, Y € A2y o, B € R,

T T T
/(aXs—l—ﬁYs)dBS:a/ XSdBSJr,B/ Y. dB,.
0 0 0

b. Martingala: El proceso {I,(X)}-;< es una martingala en L?(P).

c. Versién continua: Existe una versién de {I,(X)} con trayectorias continuas.

11



3.2.6. Extension por localizacién

2

ic al espacio de procesos medibles y adaptados tales que}

T
ﬂ’(/ X§d5<oo):1.
0

Para X € £2 | existen tiempos de paro {7,,} con 7,, T T c.s. tales que X1, € H2. Se

loc?
define entonces

Denotamos por £

n—,oo

t t
/XSdBS = lfm / X 1(oe, ydB,,
0 0

donde el limite es en probabilidad. En este caso, la integral es una martingala local, pero
la Isometria de Itd ya no se satisface en general.

3.3. Foérmula de Ito.

La féormula de It6 constituye la regla de la cadena del calculo estocéstico y es esencial
para el analisis de procesos estocasticos y ecuaciones diferenciales estocasticas.

Teorema 3.13. Sea f € C*(R) y {B,},~o un movimiento Browniano. Entonces, para
todo t > 0,

F(B,) = f(By) + / f/<38>d33+% / £(B.) ds.
0 0

En notacion diferencial:

Af(B,) = J'(B)dB, + L " (B,) dt.

Teorema 3.14. Sea {X,}o<;<p un proceso de Ité que satisface
dX, = b(t, X,)dt + o(t, X,) dB,,

con b, o medibles y tales que las integrales estan bien definidas. Sea f € C12([0,T] x R).
Entonces el proceso Y, = f(t,X,) satisface

dY; — (af + bﬁ + 10-282f> (t¢Xt> dt + O'(t,Xt>gf

ot ' ox 2 022 ?(t’Xt>dBt'

Esta férmula se deriva formalmente usando la tabla de multiplicaciéon de It6:

(dt)> =0, dtdB,=0, (dB,)?*=dt.

12



Teorema 3.15. Sea 0 = {0,} un proceso progresivamente medible con [E[fOT o2ds] < oo.

FEntonces,
t 2 t
E [(/ O‘des) ] =F [/ agds} , VYtelo,T].
0 0

Demostracion. Ver Karatzas y Shreve [4] Teorema 3.2.1. O

Definicién 3.4. Para cada realizacién w € €, se define el conjunto de tiempos de salto
como:

D,(w) :=={t>0:p(t,w) € Z}.

Este conjunto recoge todos los instantes ¢ > 0 en los cuales el proceso puntual p registra
un salto con marca en el espacio de estados Z.

Definicién 3.5. Sea (Z,7) un espacio topoldgico, es decir, Z es un conjunto no vacio y
T C P(Z) es una coleccién de subconjuntos (llamados abiertos) que satisface

s ), Z e,
» La unién arbitraria de elementos de 7 pertenece a T,

= La interseccién finita de elementos de T pertenece a 7.

Se dice que (Z, 1) es un espacio Hausdorff (o T5) si satisface la siguiente propiedad de
separacion: Para todo par de puntos distintos =,y € Z, con = # y, existen abiertos
U,V € 7 tales que:

zelU, yeV, y UnV =40

Ejemplo (Espacio topolégicoHausdorff)
El espacio Z = R con topologia euclidiana. Es métrico, y todo espacio métrico es
Hausdorff.
Definicion 3.6. Un espacio de Lusin es un espacio topologico Hausdorff Z que es imagen
continua e inyectiva de un espacio polaco.

» Su o-édlgebra de Borel es estdndar (isomorfa a la de un espacio polaco).

= Permite la aplicaciéon de teoremas de selecciéon medible, teoremas de convergencia,
y garantiza regularidad de medidas.

13



Definicién 3.7. Sea (Z, B(Z)) un espacio medible polaco o de Lusin. El punto absorbente
es un elemento 0 ¢ Z que se anade al espacio de estados para formar:

Zy = Z U{0}.

La o-algebra en Z, se define como:

B(Zp) =0 (B(Z) U{{0}}) .

Un proceso estocastico {X,},-, con valores en Z, se dice que:

1. Es absorbido en 0 si X; = 0 para todo t > 7, donde 7 = inf{s > 0: X, = 0} es el
tiempo de absorcion,
2. Permanece en 0 una vez que llega: X, =0 = X, = 0 para todo s > {.

Observacién: El punto absorbente se utiliza para:

= Manejar procesos que pueden “explotar” en tiempo finito,

= Definir procesos de Markov con muerte,

Extender funciones medibles f: Z — R a Z5 mediante f(9) =0,

= Garantizar que el espacio sea compacto en la compactificaciéon de Alexandroff.

f(0)=0, /}g(z)y(dz)zo, y 0+z=0 Vze€Z,.
(0

Definicién 3.8. Sea (Z,B(Z)) un espacio de Lusin (en particular, Hausdorff y con o-
algebra de Borel estandar). Un proceso puntual es una aplicacién medible p : Qx (0, 00) —
Z U{0} tal que, para casi toda w € €, el conjunto {¢t € (0,7] : p(t,w) € Z} es finito para
todo T' > 0. Se asocia a p su medida de conteo N,,, definida en (0,00) x Z. Donde 0 es
un punto absorbente (Definicién 3.7) fuera de Z.

Definicién 3.9. Sea p : Q x (0,00) — Z U {0} un proceso puntual (Definicién 3.8).
Decimos que p tiene saltos aislados si para casi toda w € € y todo T > 0, el conjunto de
tiempos de salto:*

T(w)N(0,T):={t e (0,T]: p(t,w) € Z}

es finito o, més generalmente, discreto sin puntos de acumulacién en (0, T]. Esto significa
que:

1. Para todo t € T (w), existe € > 0 tal que:

(t—et+e)NT(w) = {t}.

14



2. El infimo entre tiempos de salto consecutivos es positivo:

inf{t, ; —t;:t;,t;1 €T (wW)N(0,T]} >0 cs.

3. La suma sobre saltos estd bien definida:

Yo fleps) = Y fltuplt) <oo cs.

0<s<t t,€7 (w)N(0,1]

Definicién 3.10. Sea p: Q x (0,00) — Z U 0 un proceso puntual de clase (QL), donde
Z es un espacio de Lusin y 0 ¢ Z es el punto absorbente (Definicién 3.7) que indica
ausencia de salto, entonces

p~H(0) = {(w,t) € 2 x (0,00) : p(t,w) = 0}

representa el conjunto de todos los pares (w,t) en los que la trayectoria del sistema no
experimenta un salto en el instante t.

Definicion 3.11. La medida de conteo aleatoria asociada a p, denotada N,,, es una
medida aleatoria sobre el espacio producto (0,00) x Z, definida por

N,((0,t] x U) ==Y 1y(p(s)), paratodo U € B(Z),t > 0.

0<s<t

En la anterior expresiéon la suma Zo<s -, recorre todos los instantes s en el intervalo
(0,t]. Aunque hay infinitos s en principio, sélo en los tiempos donde ocurre un salto
(es decir, cuando p(s) € Z el término 1;,(p(s))) puede ser distinto de cero. Gracias a la
propiedad de que los saltos son aislados (Definicién 3.9), la suma es finita c.s. en cada
intervalo (0, ¢]. El indicador 1;(p(s)), evalia si el tamafio (o tipo) del salto en el instante
s, que es p(s) € Z, cae dentro del conjunto U C Z. Si p(s) € U, el salto cuenta para
N,((0,t] x U); si no, no se cuenta. La medida N,((0,?] x U) es simplemente el ntimero
de saltos del proceso p que ocurren hasta el tiempo t y cuyo valor (localizacién en Z)
estéd en el conjunto U.

Un caso particular y muy importante de proceso puntual es el proceso puntual de Poisson
estacionario.

Definicién 3.12. Un proceso puntual de Poisson estacionario & :  x (0,00) — Z U {9}
es un proceso puntual F,-adaptado, o -finito y de clase (QL) (cuasi-continuo por la
izquierda).

El proceso de Poisson estacionario k es un caso especifico de proceso puntual que satisface
propiedades adicionales (independencia, estacionariedad, distribucién de Poisson). Por lo
tanto, en este contexto, el proceso puntual p del que hablamos en general se especializa
al proceso k.

15



Teorema 3.16. Sea R = R(t, z,w) un proceso previsible tal que

E [/OT/ZR(S,z)ZV(dz)ds} < 0.
E [(/Ot/ZR(s,z)ﬁ(ds,dz) [/0 /Z v(dz)ds ]

Demostracion. Consideramos el caso en que R es un proceso elemental simple de la forma

Entonces

con a;; € R, ?tiil—medible, y A; C Z medibles disjuntos con nu(Aj) < 0o. En este caso,
la integral estocastica es

3

m

=1 j=1

Dado que los incrementos de N sobre rectangulos disjuntos son no correlacionados y
Var(N((a,b] x A)) =v(A)(b— a), se tiene

ija]y (t, At — t1/\75):[E[/Ot/ZR(s,z)zu(dz)ds}.

i=1 j=

n

Ahora para el caso general, sea R un proceso predecible en L2 (ﬁ ). Existe una sucesién

de procesos elementales simples {R,, } tal que

lim F [/OT/ZRn<s,z>—R(s,z)y2y(dz) ds] = 0.

Definiendo I} = fot J, Ba(s,2) N(ds,dz), I, = f I, B(s,2) N(ds,dz) se tiene I" — I,
en L?(Q) uniformemente en ¢t € [0, T]. Por continuidad de la norma L? y el caso anterior
para un proceso elemental simple,

E[(1)?] = E [/Ot/ZRn(s,z)zu(dz) ds] N Uot/zms,z)?y(dz) ds],

y también E[(I*)?] — E[I?]. Por unicidad del limite, se concluye la igualdad. O

pred

Definicién 3.13. Sean M = {M,},., una martingala local continua (como se asume
en la desigualdad Burkholder-Davis-Gundy). La variacién cuadratica se denota [M], y
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se define como el limite en probabilidad de sumas de cuadrados de incrementos sobre
particiones que se refinan

[M]; = lm (M,

‘Hl—)O . i+1 i

donde IT = {0 = t, < t; < - < t,, = t}. Cuando M es una martingala local continua,
se tiene que [M] es un proceso continuo, creciente y adaptado, pero no necesariamente
previsible. La variacién cuadratica previsible, denotada (M), es el tinico proceso creciente,
continuo y previsible tal que

M{ — (M),

es una martingala local.

Teorema 3.17. Si M es una martingala en L?, entonces

E [ sup ME] < 4E[M?].

0<s<t
Teorema 3.18. Sea M = {M,},., una martingala continua en un espacio de Hilbert

separable H, tal que M € M?2(H), es decir, My = 0 casi sequramente y E[|My]?] < oo
para todo T > 0. Entonces, para todo T > 0, se cumple la desigualdad

e[ sup 41] <3E[0032).

0<t<T

Demostracion. Para cada ¢ > 0, definimos el tiempo de paro
T, :=if{t>0: (M), >c*}.

Como (M), es un proceso creciente y continuo, 7, es un tiempo de paro valido. Con-
sideremos el proceso HMMTATCP. Dado que M es una martingala continua, |M,|? es
una submartingala no negativa. Por lo tanto, HMMT/\TJ2 también lo es. Aplicando la
desigualdad de Doob para submartingalas reales no negativas, se tiene

1
P ( sup |M,|? > C2> < 5L [HMT/\TC”2] .
0<t<T c

Por la propiedad de la variacién cuadratica, E[|M,|?] = E[(M),], y por la definicién de
T., El|Myyq, 7] = E{M)7pp,] < Elc A (M)7]. Por lo tanto

1
P ( sup |M,|?* > 62> < S E[e A (M)g].
0<t<T c
Ademaés, se puede escribir

{ s papzebem<nio] s ezl
0<t<T

0<t<TAT,

17



lo que implica
P ( sup M2 > ) <P ((M)g = )+ 5 E[e2 A (M)q].
0<t<T

Ahora, usando la representacion del valor esperado como integral de la funcién de
distribuciéon

oo oo
F [ sup ||Mt||] :/ P ( sup |M,] > c) dc:/ P ( sup |M,[2 > 02> de.
0<t<T o 0<t<T o 0<t<T

Sustituyendo la desigualdad anterior
> 1
| s 1gl| < [ [P (002> )+ ZER A (0] de
0<t<T 0 c
Calculamos las dos integrales por separado. Primero

/Oo P ((M)p > ¢?) de = /OO P ((M)3* > c) de = E[(M);*] .
0 0

Después - -
/0 CiQ[E (2 A (M)g] de = E [/O Ciz(& A <M>T)dc] .

Para un valor fijo z = (M), la integral interna es

/ 2(c2/\a:)dc:/ 1dc+m/ — dc=Vr+Vr =2z
o © 0 vz €

Por lo tanto

/Oo iz E[c® A (M)g] de =E [2(M)7].
0 C

Sumando ambos términos
£ | sup 14| < € [0}2] + 22 [(}°] = 3 [n})

Esto concluye la demostracion. O

Teorema 3.19. Sea M = {M,},., una martingala local continua en L*(P), y sea T un
tiempo de paro respecto a la filtracion {F,}. Entonces, para cualquier m > %, se cumplen
las siguientes desigualdades:

1
(a). Para m > 5
E [ sup \Mt\Qm] <B,L [(M)m],

-
0<t<r

18



donde

{3, sz’m:%,
B, =

[®"m(2m —1)]", sim > %,

con ﬁ + % =1
1
(b). Param > 3,

T

£ [ sup \Mt\Qm] > C,, E[(M)7],

0<t<r
donde 1
em <é;éﬂ:l——1] , Si% <m<1, >0,
C, = m —
" 5m1<1_€ 5) ) >1 56(0 ! >
_ stm om—1 __ 1)
om—1 ’ ’ Tom—1_ 1

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que tanto M como su
variacién cuadratica previsible (M) son procesos acotados. Esto se justifica mediante
un argumento de localizacién: existe una sucesién creciente de tiempos de paro {7, } tal
que 7,, T 0o c.s. y los procesos detenidos M7 y (M)™» son acotados. Las desigualdades
se obtienen para cada n y luego se extienden al caso general mediante el teorema de
convergencia monétona(Teorema 3.3).

El caso m = % se deduce directamente del Teorema 2.5.17 de [7] que establece

F [ sup ]Mt]} <3E[(M)Y?].

0<t<t
Ahora asumimos m > % y que M, (M) son acotados. Denotemos
2

M= sup |M,|, Y, =8 +e(M),+ M2,

0<s<t

donde § > 0 y € > 0 son constantes a elegir posteriormente. Obsérvese que Y, > 0 y es
continuo. Aplicamos la férmula de It6 a la funcién f(x) = 2™, x > 0

t _1) [t
Y =5m+m/ ym-1 dY;+m<m2)/ Y2 d(Y),.
0 0

Como dY, = (e + 1)d{M), +2M,dM, y d{Y), = 4M?2 d(M),, sustituimos y obtenemos

t t
Yy = 6" +m(l + 5)/ Yt d(M), + Qm/ YL M, dM,
0 0

t
+2m(m —1) / Y2 M2 d{M),.
0

Al tomar esperanza matematica, el término de la integral estocédstica desaparece (es una
martingala de media cero por acotacién), y obtenemos

E[Y;"] = 6™ + m(1 +¢) [E[/t ym-l d(M)s] +2m(m —1)E [/t Ym=2 M2 d(M), | .
0 0
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3.3.0.0.1. Cota superior (parte (a)).

Consideramos ahora la desigualdad de Doob para martingalas: para p = 2m > 1,

1 1
E[(M;)*™] < ¢*" E[|M,]*™], donde — + — = 1.
p q

Aplicando la férmula de Itd a |M,|*™ (con segunda derivada 2m(2m — 1)|M,|?™2) y
tomando esperanza

s

E1L77] = m(zm — DE| [ M2 d(a)
0

Combinando ambas expresiones y aplicando la desigualdad de Hdélder, se obtiene

E[(M7)*™] < [¢*™m(2m — 1)]™ E[(M)]"].

3.3.0.0.2. Cota inferior (parte (b)).

Retomamos la expresién de E[Y;"]. Como Y, > M?, se tiene ;™ > |M,|*™. Ademas,
Y, >4, por lo que

E{a0, ) > 1+ € veagn,).

Usando la desigualdad (x + y)™ < 2™~ 1(z™ + y™) para m > 1, y un argumento de paso
al limite § | 0, se deduce
E[(M;)*™] = C,p, E[(M)7"],

con C,, como en el enunciado (obtenido mediante optimizacién sobre ¢). Finalmente,
al considerar 7 en lugar de t, basta observar que M" es también una martingala local
continua y (M7) = (M)7, con lo que las desigualdades se mantienen reemplazando ¢ por
7. Esto concluye la demostracién. O

Teorema 3.20. Sea u,a: [0,T] — R, funciones continuas, 3 € L*([0,T]), con B >0,
tales que

u(t) < aflt) —|—/ B(s)u(s)ds, Vte[0,T].
0
FEntonces,

u(t) < alt) exp ( /O t 5(s)ds) .

En particular, si a« =0, entonces u = 0.

20



Demostracion. Definimos la funcién auxiliar

:/ B(s)u(s)ds, te0,T).

Dado que 8 € LY([0,T]) y u € C([0,T]), el producto Bu pertenece a L'([0,T]), y por lo
tanto v € C([0,7). Ademds, v es absolutamente continua y satisface v(0) =0y

v'(t) = B(t)u(t) para casi todo t € [0,T].

Por hipétesis,
u(t) < a(t) +o(t), V€ [0,7],

y, sustituyendo en la derivada de v, obtenemos
V' (t) < B(t)(a(t) +v(t)) casien todas partes en [0, T].

Consideremos ahora la funcién
t
w(t) :== v(t) exp (—/ B(s) ds) , te[0,T].
0

La funcién w es absolutamente continua (pues v y la exponencial lo son), y diferenciable
casi en todas partes. Derivando se obtiene

w' () = [v’(t) —ﬁ(t)v@} exp(— /0 t,B(s) ds) < B(t)a(t) exp (- /O tﬁ(s) ds) c.t.p.

Integrando desde 0 hasta ¢t y usando que w(0) = 0, resulta

/5 exp< /Osﬂ(r)dr> ds.

Multiplicando ambos lados por exp( j(; ¢ B(s) ds) obtenemos

<exp</ B(s ds)/ B(s exp< /Osﬁ(r)dr> ds.

Dado que «a es no decreciente, para todo s € [0, ] se tiene a(s) < a(t). Por lo tanto,

/Otﬁ(s) exp< /5 dr>d5<a /5 exp(/o )
e[ 304)

Sustituyendo en la expresién anterior para v(t), se sigue que

(0 < alt) (e / B(s) is) -
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Finalmente, combinando con la desigualdad u(t) < «(t) + v(t), obtenemos

ult) < at) + (o) (exp / 5(s) ds) ~ 1) =att exp / 3(s) is).

lo cual concluye la demostraciéon. El caso o = 0 se deduce inmediatamente: la desigualdad
implica u(t) < 0. Si ademés u > 0, entonces u =0 en [0, 7. O

Teorema 3.21. Toda martingala local en un espacio filtrado que satisface las hipdtesis
usuales admite una version cdadldg.

Toda martingala local admite una versién cadlag bajo las hipdtesis usuales. Més detalles
en Protter [5, 73, Thm. 6]

3.3.1. Herramientas de analisis funcional

Teorema 3.22. Sea (H,| - |) un espacio de Banach y ® : H — H una contraccion, es
decir, existe k < 1 tal que |®(z) —P(y)| < &llz —y|| para todo x,y € H. Entonces ® tiene
un unico punto fijo en H.

3.3.2. Marco probabilistico y notacién

Definicién 3.14. Sea (2, 7,P) un espacio de probabilidad y {7, };-, una filtracién, es
decir, una familia creciente de sub-o-algebras de F:

F,CF,CF paratodo0<s <t

Se dice que la filtracion satisface las hipodtesis usuales si cumple las siguientes dos
condiciones:

i) Completitud: La o-dlgebra inicial &, contiene todos los conjuntos P-nulos. Es decir:
SiAeF yP(A) =0, entonces AecF,.

Como F; C F, para todo t, esto implica que todos los conjuntos nulos estan en cada
J .. En otras palabras, cada 7, es completa respecto a P.

ii) Continuidad por la derecha: Para todo t > 0,

Fio=(7.

s>t
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Definicién 3.15. Sea W = {W,},., un movimiento browniano. La filtracién natural es

FWV =o(W,:s<t). La filtracién usual asociada es

Fio=[o(FVUN),

s>t

donde N es la coleccién de todos los conjuntos P-nulos.

Definicién 3.16. Una variable aleatoria 7 : 2 — [0, 0] es un tiempo de paro respecto a
{F}si{r <t} e, para todo t > 0.

Definicién 3.17. Un tiempo de paro {r < t} € F, para todo t. La continuidad por la
derecha se deduce que

{r<t} = U {r<qt e,

qeQ,q<t

Definicién 3.18. Un proceso Y = {Y;},5( es una semimartingala si admite la descom-
posicién candnica
Y, =Y+ Y+ ) AY,

s<t

donde:

= Y, es Fj-medible.
» Y = (Yf),50 es decir, la parte continua de la descomposicién de Ito.
» AY,:=Y, Y, eselsaltodeY en el instante s; por convencién, Y, = lim,,,Y,.

. ngt |AY,|? < 0o c.s. en compactos ( Protter [5] Cap. II).

Definicién 3.19. Sea (Q,7,{7,;},>(,P) un espacio de probabilidad filtrado. Un pro-
ceso de Wiener es un proceso estocastico W = {W(t)},-, que satisface las siguientes
propiedades:

1. Condicién inicial:
W(0) =0 casi seguramente.

2. Trayectorias continuas:
Casi todas las trayectorias t — W (t,w) son funciones continuas en [0, 0o).

3. Incrementos independientes: Para cualesquir particién 0 <?, < t; < <, los

incrementos

n?

Wi(ty) =Wlty), Wity) =W(ty), ... W(t,) =W(t,_,)

son independientes como variables aleatorias reales.
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4. Incrementos estacionarios y gaussianos:
Para todo 0 < s < t, el incremento W (t) — W (s) tiene distribucién normal con
media cero y varianza t — s:

W(t)—Wi(s) ~ N(0,t—s).

5. Adaptacion:
El proceso W es adaptado a la filtracién {F,},-(, es decir, W(t) es J ,-medible
para todo t > 0.

3.3.3. Medida aleatoria de Poisson y su compensacién

Definicién 3.20. N(dt,dz): medida aleatoria de Poisson en R, x Z, donde Z es un
espacio de Lusin(Definicién 3.6) (e.g., R\ {0}), con medida de intensidad v(dz)dt, y v
es una medida de Lévy, i.e.,

/(1 A|z]?)v(dz) < oo.
z

N(dt,dz) = N(dt,dz) — v(dz)dt: medida de Poisson compensada. Se asume que W y N
son independientes entre si y de 7,

Definicién 3.21. Sea (2,7 ,P) un espacio de probabilidad y sea X = {X, : ¢t > 0}
un proceso estocastico con valores en R, es decir, para cada t > 0, X, : 2 — R es
una variable aleatoria. Se dice que el proceso X es cadlag (o RCLL) si casi todas sus
trayectorias son funciones cadlag; es decir, existe un conjunto Q, € F con P(€,) = 1 tal
que, para todo w € €2, la funcién

t— X, (w)
satisface las siguientes dos propiedades:
1. Continuidad por la derecha:

Para todo t > 0,
lim X (w) = X} (w).
slt
2. Existencia del limite por la izquierda:
Para todo ¢t > 0, el limite

lim X
im X (w)

existe en R. Este limite se denota por X, (w).
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Definicién 3.22. Se dice que una EDE tiene solucién unica por trayectorias si para
cualquier par de soluciones {z}},5,,i = 1,2, satisface la Ecuacién 4.1 sobre el mismo
espacio de probabilidad con el mismo movimiento browniano {W,},., y una medida de

Poisson N, (dt, dz), P(sup;sglzy — 23] =0) =1

Definicién 3.23.
™ :=nf{t >0: |z,| > N}
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4 Ecuaciones diferenciales estocasticas

4.1. Teorema de existencia y unicidad global de una solucién
fuerte para la SDE con difusion y saltos

Definicién 4.1. {z,},., es una soluciéon (F,—) de

t t
Ty =x+ / b(s,z,,w)ds + / o(s,x,,w)dw,
0 0 (4.1)

t
+/ /R(s,xs,z,w) N, (ds, dz), t>0
0 Jz

si'y solo si {z,},.0 satisface la Ecuacién 4.1. en el caso que z, € F,*,Vt > 0, donde 7
es la o-algebra generada por w,, s < t, es una solucién fuerte

Consideramos el espacio:

2.loc [ flt,w): f(t,w) es T, —adaptada, de valor real, tal que
() = { Efsupycio ()] < 00, T < o0 (42)

Teorema 4.1. Suponga que:

1. byo:[0,00) xRxQ = R,R:[0,00) x Rx ZxQ — R son conjuntamente medibles
y F, -adaptadas, donde ademds R es J ,-predecible, tales que P-c.s.:

[b(t, z, w)| < &) (1 + |2)),

jo(t, 2,02 + / IR(t,2, z,0)Pr(d2) < &)L+ |a]?),
Z

|b<t7$1>w) - b(t7x27w)| < E(t>|$1 - .%'2|,
|U<t7$1?w) —O'(t, $2,W)|2 +/ ‘R(taxlazaw>_R(t7 $27Z,w>’27'('(d2) < 5(75)"7:1 — T2 27
Z

donde ¢(t) satisface las mismas condiciones que en 1%
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Ty € Fo, Elzy)? < 00

Entonces la Ecuacion 4.1 tiene una solucion unica por trayectoria, J ,-adaptada,
{zihiso € ng’loc@d)'

En el caso en que b(t,z,w) y o(t, z,w) sean FN -adaptadas, y R(t,x, z,w) sea FN -

predecible, entonces la solucion también es F " -adaptada, es decir, es una solucion
fuerte.

Demostracion. Para algin T < oo fijo, se define la norma:

[@ )5, = sup e PoAWE]z, |,
tel0,T]

donde: - A(t) := ft 4¢(s)ds, - by > 0 es una constante que se elegird mas adelante para
0

hacer que el operador sea contractivo, - ¢(s) es la funcién no aleatoria que aparece en las

hipétesis 1 y 2 (crecimiento lineal y Lipschitz)

Entonces, el espacio sobre el cual se aplica el principio de contraccion es:
H={{z,} € B: B€ L3(R), |(z)]p < o0}

Sea ® : H — H el operador definido por:
t t t B
(®(x)), = xq +/ b(s,zs,w)ds +/ o(s,xg,w)dW, + / /R(s,xs_, z,w) N(ds,dz).
0 0 0 Jz
y sea X, = xil) — xiz), y Y, = (®(zM)), — (®(z?)),. Entonces para un w fijo

t t
= [ s, ) = s, ) ds + [ [o(s,al?w) — o(s,al? w)] W,
0 0

t
+/ /[R(s,xgl_),z,w) — R(s,x@,z,w)] N(ds,dz).

0 J/z
Por comodidad

t t t .

Y, :/ Ab, ds+/ Ao, dWs—|—/ /ARS<Z) N(ds,dz),

0 0 0z

donde Ab, := b(sja:(sl))—b(s,x(f)), Ao, = 0(5,:1:(31))—0(3, :zf)), AR (z) = R(s,a:g,), z)—

R(s,a:(f,),z) Puesto que la funcién f(y) = y? tiene derivadas f'(y) =2y, f”(y) =2, al
aplicar la formula de Itd para semimartingalas con saltos, obtenemos

t t
v2=vgez [ viave [ dwe),+ S v2-v2 -2y, AY),

0 0 s<t

27



donde: - dYS = Ab,ds + Ao, dW, es la parte continua, - d(Y¢), = (Ac,)?ds es la
variacién cuadratica de la parte continua, - AY, = fZ AR (z) N({s},dz) es el tamano
del salto en el instante s. Al reescribir a la versién integral ya desarrollada y aplicar la
formula de itd para f(y) = y? aplicada a Y,

t t t t
Y2 :2/ Y, Absds+2/ }/.SAanWS+/ \Aas\2ds+2/ /YS AR, (2) N(ds,dz)
0 YZ

0 0 0

+/Ot/Z|ARS(z)2N(ds,dz).

Aplicando valor esperado y sus propiedades

t t t t
E[|Y,]?] = E [2/ Y, Ab, ds]—i—[E [2/ Y, Ao, dWS]—HE [/ |Ac|? ds+2/ /YSARS(S,Z)N(ds,dz)
0 0 0 0 Jz
t
£ [/ /]ARS(2)|2N(d$,dz)}
0 Jz

Dado que los valores esperados de las integrales respecto a dW, y N son martingalas,

[E[/YAU dW]—O
[/O/ZY dsdz)]:,

y puesto que E[N(ds, dz)] = m(dz)ds, se reduce a

E[Y,]2] = E [/0 (21/3 Ab(s) +|Aa(s)]? —I—/Z|ARS(5,Z)|27T(dz)> ds].

Notese que para el primer término, al aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz
2Y,Ab(s) < 2|Y,||Ab(s)|, y por las hipdtesis de Lipschitz

|Ab(s)| < &)X, [Ao(s)” + /IAR(S-Z>|27T<dZ> < ()| X, 2.

Ademss usando la desigualdad 2ab < a? + b?, se tiene que
2Y,Ab(s) < 2| [6(s)|X,| < &(s)(|Y,[* +[X,[?),

aplicando valor esperado y tomando el supremo

E[]Y; %] S/ &(s) (E[YS?] + E[|X,[?]) ds
0
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0<r<t 0<r<s 0<r<s

t
[E[ sup |YT|2] < / é(s) ([E[ sup |Yr|2} +[ sup \XTP]) ds. (4.3)

0
Como se ha eliminado la parte estocédstica al tomar el valor esperado anteriormente, se

procedera a obtener un acotamiento determinista.

Sea

u(t) := [E[ sup \YT\Q} , v(t) == [E[ sup \XT\Q] ,

0<r<t 0<r<t

entonces podemos reescribir Ecuacién 4.3 como

u(t) < / é(s)(u(s) + v(s))ds,
0

aplicando la desigualdad de Gronwall

u(t) < /O " #s)u(s) exp ( / e dr) ds.

Multiplicamos ambos lados por e %04®  donde A(t) = fo " 4¢(r), dr, entonces

e~ b0A (1) < o~PoA() /O " a(s)uls) exp ( / "er) dr) ds.

S

Notemos que

y por lo tanto,

Como v(s) < €A X|2,, se tiene
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e b0 AWy (t) < || X|3, /Ot é(s)exp (— (bo — Z) A(t) — ZA(S)) ds

simplificando lo que esta dentro de la exponencial

(= (t0—7) 40— 34) = (b — 1) (AGs) — A,
se reduce a
e—%mﬂu@)gMXﬁ44¢5®kxp<<%——i>@Mﬁ}—A@D)d&

Dado que A(s) — A(t) < 0, el término exponencial es menor que uno si by > 3. Por lo
que haciendo un cambio de variable U = A(s), dU = ¢(s)ds, y A(t) = fot ¢(s)ds

“atsrenn ( (5o — 1) atsaien)) ) ds = [ eap (50— 1) 0 — Ay dv
0 4 0 4

—eo(~ (s0-1) 40) [ eon (10} 0) v

entonces

1

1

e A u(t) < Xy [1—eon (= (b0 - 1) 40))] < 1XIR,

1
0 4
por lo tanto

1
Y3, = sup e PoABu(t) < ——[ X3,
(0,77 bo — %

1
bo—3
Por el principio de contraccién de Banach, ®tiene un dnico punto fijo en H , que es la
solucién unica de la SDE.

Elegimos apropiadamente a b, > %, para que < 1, en consecuencia ® es contractivo.

Ahora se demostrara que la solucién es tinica por trayectoria. Sea x;, una versién RCLL del
proceso x, que es solucién de Ecuacién 4.1, es decir para cada t € [0,T], P(z; # z,) =0,
x; es solucion de Ecuacion 4.1 y es un proceso continuo por la derecha y con limite por
la izquierda en t.
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Denotemos x;" y y, como
t t
JH/:/ :370"’/ b<87xs>w>d8+/ U(S,.I'S,CU)C[?US
0 0

t
+/ /R(s,xs,z,w) N, (ds, dz), t €10,7T]
0z

t t
Yy ::EO+/ b(s,zl,w) ds—l—/ o(s,x,w) dw,
0 0
t ~
—i—/ /R(s,x;_,z,w) N,(ds,dz), t€0,T].
0 Jz

Dado que z’ es una versién RCLL de un proceso adaptado, por el teorema () z’ es
adaptado. \ Puesto que x, € L?(Q x [0,7T]) y ademas ambos procesos son medibles como
funciones (t,w) — z,(w) con respecto a la o—algebra producto B([0,7]) & F. Entonces
para cada t, |x; — x,|> = 0 casi seguramente, es decir

E[|z; — z,]?] =0, para todo t € [0,T].

Ahora, bajo la suposicién de medibilidad conjunta (que se cumple si, por ejemplo, los
procesos son progresivamente medibles, lo cual es cierto para soluciones de SDEs con
coeficientes medibles), podemos aplicar el (teorema de Fubini),

T T
[E[/ |x;—a;t|2dt]:/ Ela] — x,|2)dt = 0. (4.4)
0 0

Consideremos el conjunto donde los procesos no coinciden
N :={(t,w) € [0,T] x Q: zj(w) # z,(w)},

este conjunto es medible en B([0,7]) @ F ya que z;(w) — z,(w) es una funcién medible
y ademés es equivalente a N = {(t,w) : |z} (w) — z,(w)|? > 0}.

De la Ecuaciéon 4.4 se sigue que

(dt Q) P)(N) = /T P(z, # x,)dt = E [/T lN(t,w)dt] =0. (4.5)
0 0
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